Exercices : Martine Quinio 


Variables aleatoires discretes 



Exercice 1 

Une entreprise pharmaceutique decide de faire des economies sur les tarifs d’affranchissements des courriers 
publicitaires a envoyer aux clients. Pour cela, elle decide d’affranchir, au hasard, une proportion de 3 lettres sur 
5 au tarif urgent, les autres au tarif normal. 

1. Quatre lettres sont envoyees dans un cabinet medical de quatre medecins : quelle est la probability des 
evenements : 

A : «Au moins l’un d’entre eux regoit une lettre au tarif urgent». 

B : «Exactement 2 medecins sur les quatre regoivent une lettre au tarif urgent». 

2. Soit X la variable aleatoire : «nombre de lettres affranchies au tarif urgent parmi 10 lettres» : Quelle est 
la loi de probability de X, quelle est son esperance, quelle est sa variance ? 

Correction ▼ [006005] 


Exercice 2 

On prend au hasard, en meme temps, trois ampoules dans un lot de 15 dont 5 sont defectueuses. Calculer la 
probability des evenements : 

A : au moins une ampoule est defectueuse ; 

B : les 3 ampoules sont defectueuses ; 

C : exactement une ampoule est defectueuse. 

Correction ▼ [006006] 


Exercice 3 

Un avion peut accueillir 20 personnes ; des statistiques montrent que 25% clients ayant reserve ne viennent pas. 
Soit X la variable aleatoire : «nombre de clients qui viennent apres reservation parmi 20». Quelle est la loi de 
X ? (on ne donnera que la forme generate) quelle est son esperance, son ecart-type ? Quelle est la probability 
pour que X soit egal a 15 ? 

Correction ▼ [006007] 


Exercice 4 

L’oral d’un concours comporte au total 100 sujets ; les candidats tirent au sort trois sujets et choisissent alors le 
sujet traite parmi ces trois sujets. Un candidat se presente en ayant revise 60 sujets sur les 100. 

1. Quelle est la probability pour que le candidat ait revise : 

(a) les trois sujets tires ; 

(b) exactement deux sujets sur les trois sujets ; 

(c) aucun des trois sujets. 

2. Definir une variable aleatoire associee a ce probleme et donner sa loi de probability, son esperance. 

Correction ▼ [006008] 


Exercice 5 


Un candidat se presente a un concours oil, cette fois, les 20 questions sont donnees sous forme de QCM. A 
chaque question, sont proposees 4 reponses, une seule etant exacte. L’examinateur fait le compte des reponses 


exactes donnees par les candidats. Certains candidats repondent au hasard a chaque question ; pour ceux-la, 
definir une variable aleatoire associee a ce probleme et donner sa loi de probability, son esperance. 

Correction ▼ [006009] 


Exercice 6 

Dans une poste d’un petit village, on remarque qu’entre 10 heures et 11 heures, la probability pour que deux 
personnes entrent durant la meme minute est consideree comme nulle et que l’anivee des personnes est inde- 
pendante de la m in ute consideree. On a observe que la probability pour qu’une personne se presente entre la 
minute n et la minute n + 1 est : p = 0.1. On veut calculer la probability pour que : 3, 4, 5, 6, 7, 8... personnes se 
presentent au guichet entre lOh et 1 lh. 

1. Definir une variable aleatoire adaptee, puis repondre au probleme considere. 

2. Quelle est la probability pour que au moins 10 personnes se presentent au guichet entre lOh et 1 lh ? 

Correction ▼ [006010] 


Exercice 7 

Si dans une population une personne sur cent est un centenaire, quelle est la probability de trouver au moins un 
centenaire parmi 100 personnes choisies au hasard ? Et parmi 200 personnes ? 

Correction ▼ [006011] 


Exercice 8 

Un industriel doit verifier l’etat de marche de ses machines et en remplacer certaines le cas echeant. D’apres 
des statistiques precedentes, il evalue a 30% la probability pour une machine de tomber en panne en 5 ans ; 
parmi ces demieres, la probability de devenir hors d’usage suite a une panne plus grave est evaluee a 75% ; 
cette probability est de 40% pour une machine n’ayant jamais eu de panne. 

1. Quelle est la probability pour une mac hi ne donnee de plus de cinq ans d’etre hors d’usage ? 

2. Quelle est la probability pour une machine hors d’usage de n’avoir jamais eu de panne auparavant ? 

3. Soit X la variable aleatoire «nombre de machines qui tombent en panne au bout de 5 ans, parmi 10 
machines choisies au hasard». Quelle est la loi de probability de X, (on donnera le type de loi et les 
formules de calcul), son esperance, sa variance et son ecart-type ? 

4. Calculer P[X = 5]. 

Correction ▼ [006012] 


Exercice 9 

Une population comporte en moyenne une personne mesurant plus de lm90 sur 80 personnes. Sur 100 per- 
sonnes, calculer la probability qu’il y ait au moins une personne mesurant plus de 1.90m (utiliser une loi de 
Poisson). Sur 300 personnes, calculer la probability qu’il y ait au moins une personne mesurant plus de 1.90m. 

Correction ▼ [006013] 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 


1. On utilise une loi binomiale, loi de la variable aleatoire : «nombre de lettres affranchies au tarif urgent 
parmi 4 lettres» n = 5, p = On obtient P(A) = 1 - (§) 4 = 0.9744, P(B) = g) (^) * 1 2 (f ) 2 = 0.3456. 

2. La loi de probability de X est une loi binomiale, loi de la variable aleatoire : «nombre de lettres affranchies 
au tarif urgent parmi 10 lettres». n = 10, p = |, son esperance est np = 6, sa variance est np{\ — p) = y . 


Correction de l’exercice 2 A 

On utilise une loi hypergeometrique 
P{A) = 1 - ^ =0.73626 

p(g) = ^ =2.1978 xl0“ 2 
P(C) = =0.49451 


Correction de l’exercice 3 A 

Soit X la variable aleatoire nombre de clients qui viennent apres reservation parmi 20. La loi de X est une 
loi binomiale de parametres n = 20, p = 0.75. Son esperance est np = 15, son ecart-type est \/np{\ — p) = 
\/l5 -0.25. La probability pour que X soit egal a 15 est ( 2 °)0.75 l5 0.25 5 = 0.20233. 


Correction de l’exercice 4 A 

La variable aleatoire associee a ce probleme est X «nombre de sujets revises parmi les 3» ; son support est 
l’ensemble {0, 1 , 2, 3}. La loi de X est une loi hypergeometrique puisque l’evenement [X = k], pour k compris 
entre 0 et 3, se produit si le candidat tire k sujet(s) parmi les 60 revises, et 3 — k sujets parmi les 40 non revises. 
Alors : 

1. Les trois sujets tires ont ete revises : P[X = 3] = 

2. Deux des trois sujets tires ont ete revises : P[X = 2] = ^ 2 J 0 1‘ ^ . 


3. Aucun des trois sujets : P[X = 0] = 


La loi de probability de X est donnee sur le support {0, 1 , 2, 3} par : 


P[X = k} = 



Resultats numeriques : 
k = 0 : P[X = 0] ~ 6. 110 x 10“ 2 
k = 1 : P[X = 1] ~ 0.289 
k = 2 : P[X = 2] ~ 0.438 
k = 3 : P[A = 3] ~ 0.212 

L’esperance est E(X) = 1.8 (selon la formule E(X) = np). 


Correction de l’exercice 5 A 

Puisque les reponses sont donnees au hasard, chaque grille-reponses est en fait la repetition independante de 
20 epreuves aleatoires (il y a 4 20 grilles-reponses). Pour chaque question la probability de succes est de \ et 
l’examinateur fait le compte des succes : la variable aleatoire X, nombre de bonnes reponses, obeit a une loi 
binomiale done on a directement les resultats. Pour toute valeur de k comprise entre 0 et 20 : P[X = k] = 
C 2 0 (^) k (\ — \) 20 ~ k , ce qui donne la loi de cette variable aleatoire. 

Quelle est l’esperance d’un candidat fumiste ? C’est E(X") = np = 5 
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Correction de l’exercice 6 A 

Une variable aleatoire adaptee a ce probleme est le nombre X de personnes se presentant au guichet entre 
lOh et 1 lh. Compte tenu des hypotheses, on partage l’heure en 60 minutes. Alors X suit une loi hino mi ale de 
parametres n = 60 et p = 0.1. On est dans le cas de processus poissonnien : on peut approcher la loi de X par 
la loi de Poisson de parametre A = 60 x 0.1 = 6. L’esperance de X est done E(X) = 6 ; 

On peut alors calculer les probability demandees : P[X =k] = . Valeurs lues dans une table ou calculees : 

P[X = 3] ~ 0.9%; P[X = 4] ~ 13.4%; P[X = 5] = P[X = 6] ~ 16.1%; P[X = 7] ~ 13.8%;P[X = 8] ~ 10.3 %. 
Remarque : de fa?on generate si le parametre A d’une loi de Poisson est un entier K, on a : P[X = K — 1] = 
K (k- 1)! = T = p i x = K 1 ■ 

Calculons maintenant la probabilite pour que au moins 10 personnes se presentent au guichet entre lOh et 1 lh : 
C’est P[X ^ 10] = 1 - Zl=o tt - 8 - 392 x 10 ~ 2 - 


Correction de l’exercice 7 A 

La probabilite p = ^ etant faible, on peut appliquer la loi de Poisson d’esperance 1 00 p = 1 au nombre X de 
centenaires pris parmi cent personnes. On cherche done : P[X ^ 1] = 1 — P[X = 0] = 1 — e~ x ~ 63%. 

Sur un groupe de 200 personnes : l’esperance est 2 done : P[X' > 1] = 1 — e~ 2 ~ 86%. La probabilite des 
evenements : [X' = 1] et [X' = 2] sont les memes et valent : 0.14. Ainsi, sur 200 personnes, la probabilite 
de trouver exactement un centenaire vaut 0.14, egale a la probabilite de trouver exactement deux centenaires. 
Cette valeur correspond au maximum de probabilite pour une loi de Poisson d’esperance 2 et se generalise. Si 
X obeit a une loi de Poisson d’esperance K, alors le maximum de probabilite est obtenu pour les evenements 
[X = X-1] et [X = X], 


Correction de l’exercice 8 A 

1. 30% est la probabilite de l’evenement Panne, note Pa ; la probabilite pour une machine donnee de plus 
de cinq ans, d’etre hors d’usage est P(HU) = P(HU /Pa)P(Pa) +P(HU /nonPa)P{nonPa) = 0.3 • 0.75 + 
0.4-0.7 = 0.505. 

2. La probabilite pour une machine hors d’usage de n’avoir jamais eu de panne auparavant est P {non Pa/ PI U) = 
P(HU / non Pa) P (non Pa) / P(HU ) = 0.4 • 0.7/0.505 = 0.55446. 

3. La loi de probabilite de X est une loi binomiale, n = 10, p = 0.4, esperance 4. 

4. P[X = 5] = (5°)(0.3) 5 (0.7) 5 = 0.10292 


Correction de l’exercice 9 A 

Le nombre X de personnes mesurant plus de 1.90m parmi 100 obeit a une loi de Poisson de parametre ' 8 q° . 

La probabilite qu’il y ait au moins une personne mesurant plus de 1.90m est done 1 — P[X = 0] = 1 — e~ = 
1-e-I =0.71350. 

Sur 300 personnes : la probabilite qu’il y ait au moins une personne mesurant plus de 1.90m est done 1 — P[7 = 
0] = 1-g-w =0.97648. 
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